Quadratische Gleichungen
Unter quadratischen Gleichungen fasst man alle Gleichungen der Form
ar’ +br+c=d

zusammen. Es sind alle Gleichungen, in denen x in zweiter Potenz vorkommt.
Wir beschéftigen uns nun mit den verschiedenen Loésungsmdoglichkeiten fiir sol-
che Gleichungen.

Einige Sonderfille

1. Wenn a = 0 ist, hat man natiirlich keine quadratische Gleichung vorliegen,
sondern eine lineare.

2. Wenn b = 0 ist, formt man wie folgt um:

ar’4+c¢ = d
ax? = d-c¢
d—
22 = ¢
a
d—
r = =+ ¢
a
Beispiel:
322-2 = 73
322 = 75
x> = 25
r =45

Wichtig: Ist ¢ > d bekommt man eine negative Wurzel, also keine
Losung. Ist ¢ = d bekommt man genau eine Losung, ndmlich 0. Ansonsten
bekommt man zwei Losungen.

3. Wenn ¢ = 0 und d = 0 folgt man wie folgt um:

ar’4+br = 0
z(ax+b) = 0

Damit ein Produkt 0 ist, muss mindestens ein Faktor 0 sein, daher gilt fiir
die obige Gleichung entweder z = 0 oder ax + b = 0, daraus folgt z = 0
—b

oder z = =2.
a

Tritt keiner der Sonderfille ein, wendet man die sogenannte p-q-Formel ein, die
oft auch Mitternachtsformel genannt wird. Um die Formel anzuwenden muss
man die Quadratische Gleichung erst auf die Form

2+ pr+qg=0
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bringen. Diese Form wird auch Normalform genannt. Vor dem z? darf kein
Faktor (Koeffizient) mehr stehen und rechts vom Gleichheitsszeichen muss 0
stehen. Aus der Gleichung az? + bx + ¢ = d erhilt man diese Form wie folgt:

ar’+bx+ec = d
ar’+br+c—d = 0
b —d
x2+fx+c = 0

a a

Jetzt haben wir die gewiinschte Form. Wir nennen die Zahl, die vor dem x steht
einfach p, und die Zahl die ohne x ist nennen wir q. Sie ist das absolute Glied
der Normalform. Dann gilt fiir die Losung:

—p —p
= — i )2 _
12 = ( 5 )2 —q

Wenden wir das ganze auf ein Beispiel an: 22

qg = —6.

—x —6=0. Hier ist p=—1 und

-y, [=CD,
T2 =5 i\/( 5 )2 —(-6)

1 - 1 % 1 5
1275 1 7073 £ 279
xr] = %+% =3
T = %—g -2
L={-2;3}

Die Diskriminante

Eine quadratische Gleichung kann entweder 0, eine oder zwei Losungen besit-
zen. Wann tritt welcher Fall ein? Die p-g-Formel liefert uns eine Gleichung, in
der eine Wurzel vorkommt. Offensichtlich héngt die Anzahl der Lésungen einer
quadratischen Gleichung nur davon ab, was unter dieser Wurzel steht. Dies ist
ja wie oben bereits gezeigt der Term

Diesen Term nennt man auch Diskriminante, die wir im folgenden mit D ab-
kiirzen wollen. Nun gilt:

e Ist D > 0, so hat die Gleichung 2 Lésungen.
e Ist D = 0, so hat die Gleichung genau eine Losung.
e Ist D < 0, so hat die Gleichung keine Lésung.

Diese Angabe gilt iibrigens nur fiir den Bereich der reellen Zahlen. Im Bereich
der komplezen Zahlen hat jede quadratische Gleichung genau 2 Losungen!.

lim Bereich der komplexen Zahlen hat sogar jedes ganzrationale Polynom n-ten Grades
genau n Losungen.
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Der Satz von Viéta

Mit dem Satz von Vieta kann man manche quadratischen Gleichungen ohne
Probleme im Kopf 16sen.

Satz von Viéta: Hat die quadratische Gleichung 22 + pz + ¢ die Losungen
z1 und zs, so ist
22+ pr+q=(r—a)(x—12)

also
2?2 +pr+q=212>— (21 +22)x + 2170

Daraus folgt
Ty +T2=—p, IT1T2=4.

Hat man nun also eine Gleichung der Form 2% + px + ¢ vorliegen, muss man
zwei Zahlen suchen, deren Summe —p und deren Prodult ¢ ist. Beispiel:

22 4+6x+8=0

8 kann als 1-8 und als 2-4 dargestellt werden, sowie natiirlich durch —1-—8 und
—2 . —4. Von diesen vier Moglichkeiten gilt fir 1 = =2, 29 = -4 -2 -4 =
—6 = —p. Damit hat die quadratische Gleichung x2? + 6z + 8 die Losungen -2
und -4: L = {-2;—4}.

Herleitung der p-g-Formel

Fiir Interessierte gibt es hier die Herleitung der oben benutzten p-g-Formel.
Dazu erinnern wir uns noch einmal an die erste binomische Formel:

(a+0)* = a® + 2ab + b?

Haben wir nun eine quadratische Gleichung so vorliegen, dass wir diese binomi-
sche Formel ,riickwarts anwenden kénnen, so erhalten wir:

22+ 2 +¢* =

(z+q)? =
r = —q

Beispiel:

2 +62+9 = 0
2 4+2-3-24+3> = 0
(z+3)? = 0
r = -3

Jetzt liegt die quadratische Gleichung natiirlich nicht immer in dieser prakti-
schen Form vor, es ist also nicht immer méglich, einfach die quadratische Er-
gidnzung durchzufiihren. Um es trotzdem hinzubekommen, wenden die Mathe-
matiker einen Trick an. Sie addieren eine 0. Das klingt zunéchst sinnlos, denn
es dndert ja scheinbar nichts. Fangen wir etwas weiter vorne an: Wir haben also
nun eine Gleichung in der Form

22+ pr+q=0.
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Wir wissen, dass bei einer binomischen Formel in der Mitte 2ab steht. Unser a
soll hier x sein, also muss p = g sein, damit 2ab = pz gilt. Damit wiirden wir
zunéichst (z + §)? erhalten. Ausmultipliziert ergibe dies:

p

(x+5) =" +pr+ ()’

Wir formen nun unsere Gleichung 22 + pz + q¢ = 0 wie folgt um:

2 4+pr+q = 0
2 Pya /P2 _
e +pr+(5)° -G +e = 0

Wir haben zwar einfach ein (§)? dazu addiert, zichen es aber auch gleich wieder
ab, addieren also rein praktisch gesehen 0. Jetzt kdnnen wir aber fortschreiten:

Do P2
22 _ (2 = 0
@+2) Q)+q
P2 _ (Py2_
@+Q 5) q
P P
g 4 /(B2
T+ %) q
—p p
- P (B2
T 5 Q) q

Dies ist die oben benutzte p-q-Formel. Ubringes: Den verwendeten Trick nennt
man quadratische Ergdnzung.
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