Die Aquivalenzumformungen

Wie im vorhergehenden Kapitel Gleichungslehre gesagt, besteht eine Gleichung
aus zweil Termen, die {iber das Gleichheitszeichen miteinander in Verbindung
stehen. Ziel der Gleichungslehre ist es, bei Gleichungen die Variablen zu be-
stimmen. Dazu wandelt man so lange beide Terme um, bis auf einer Seite des
Gleichheitszeichens nur noch die Variable alleine steht. Beispiel:

3xr+4 = bz
3r = bxr—4
3x—bxr = —4
—2r = —4
r = 2

Natiirlich darf man dabei die Gleichung nur so umformen, dass das Gleichheits-
zeichen immernoch stimmt. Die Umformung darf also nicht die Losungsmen-
ge der Gleichung dndern! Eine Umformung, die diese Bedingung erfiillt, nennt
man Aquivalenzumformung. Wir werden nun verschiedene Umformungen unter-
suchen und sehen, ob es auch tatsichlich Aquivalenzumformungen sind.

Das Addieren eines Termes

Addiert bzw. subtrahiert man einen beliebigen Term zu beiden Seiten einer
Gleichung, so ist dies eine Aquivalenzumformung.

3r+4 = Tz
3x+4+(-3z) = Tx+(-3z)
4 = 4dx

Egal, ob es nun sinnvoll ist, irgendeinen Term einfach zu einer Gleichung zu
addieren, oder nicht: Erlaubt ist es auf jeden Fall. Man benutzt die Addition, um
gezielt einzelne Summanden von einer Seite auf die andere Seite einer Gleichung
zu bringen. Im obigen Beispiel haben wir die 3z von der linken auf die rechte
Seite der Gleichung gebracht, in dem wir auf beiden Seiten 3z subrahiert haben.
Auf der linken Seite heben sich 3z und —3z auf, auf der rechten Seite kommt
—3z neu hinzu.

Multiplizieren und Dividieren

Multipliziert oder teilt man beide Seiten einer Gleichung durch die selbe Zahl
(aufler der 0!), dann handelt es sich um eine Aquivalenzumformung;:

dr = 32
4r:4 = 32:4
r = &8

Man benutzt es, um z.B. die Vorfaktoren der Variable zu ,entfernen”, wie im
obigen Beispiel.
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Was ist mit der 07 Man darf die Terme einer Gleichung nicht durch 0 teilen,
weil man sowieso niemals durch 0 teilen darf. Der Taschenrechner sagt da ,Error
zu, und es ist auch vollig unlogisch, etwas durch 0 zu teilen. 12 : 3 bedeutet ja:
Wie oft passt die 3 in die 12. Aber wie oft soll die 0 in eine Zahl passen?
Warum man nicht mit 0 multiplizieren darf ist da schon etwas vertrackter. Neh-
men wir am besten ein Beispiel:

20 =4

Hier gilt offensichtlich # = 2. Was passiert nun, wenn wir beide Seiten mit 0

multiplizieren? Ganz einfach:
0-2x=04

Diese Gleichung hat nun unendlich viele Losungen. Egal was man fiir x einsetzt,
0 - 2z wird immer den Wert 0 haben. Da nun aber die Losungsmenge statt der
Loésung 2 nun unendlich viele Losungen enthélt, haben wir ja die Losungsmenge
verindert. Somit ist das multiplizieren mit 0 keine Aquivalenzumformung

Multiplizieren und Dividieren mit Variablen

Mutlipliziert oder dividiert man eine Gleichung mit einer Variablen, muss man
voraussetzen, dass diese Variable niemals 0 sein kann, denn das ist ja wie oben
erkléart nicht erlaubt:

20 = 3x
20:x = 3xr:zx
2=3

So geht es nicht!
Lost man die Gleichung richtig auf, erhélt man:

20 = 3x
20 —2x = 3x—2x
0 = =z

Die Losung ist also & = 0. Deshalb fiihrte das Dividieren durch x zu Unsinn...
Ansonsten gilt: Dividiert man durch eine Variable, muss man anmerken, dass
dies nur geht, wenn die Variable ungleich 0 ist, und diesen Sonderfall noch einmal
gezielt untersuchen:

242 = =z
r+2 = 1
z = -1
Und falls x =0
04+0 = 0

Die Gleichung halt also die Lésungen -1 und 0.
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Quadrieren und Wurzelziehen

Quadriert man beide Seiten einer Gleichung, so handelt es sich nicht um eine
Aquivalenzumformungen, wie folgendes Beispiel ganz einfach zeigt:

z =3
hat offensichtlich die Lésung 3. Aber
=9
hat die Losugen 3 und -3, denn beides ergibt quadriert 9! Man hat hier also eine
Lésung zu viel!
Méchte man nun auf beiden Seiten einer Gleichung die Wurzel ziehen, weil das

x in quadratischer Form vorliegt, muss man beachten, dass es in den meisten
Féllen 2 Losungen gibt:

2 4+9 = 25

2 = 16
= +/16

= +4

-4 und 4 sind also die Losungen, nicht 4 alleine.
Erhélt man einen negativen Wert unter der Wurzel, so ist die Gleichung, zumin-
dest mit den im Unterricht benutzten Zahlen, nicht 16sbar:

e

besitzt keine Lésung. Schlieflich ist 4> = +16 und (—4)? = +16. Auf quadrati-
sche Gleichungen wird allerdings in einem anderen Artikel nidher eingegangen.

Den Kehrwert bilden

Steht die Variable im Nenner eines Bruchs, kann es niitzlich sein, den Kehrwert
auf beiden Seiten der Gleichung zu bilden:

1

z+1
rz+1 =

[SUI NG

xr =

Das Bilden des Kehrwerts ist genau dann eine Aquivalenzumformung, wenn
auch nach dem Umformen keine 0 in irgendeinem Nenenr auftaucht.

Das Anwenden von Funktionen

Hier fiir etwas hohere Semster, sprich: Ab Oberstufe.

Wendet man auf beide Seiten einer Gleichung bestimmte Funktionen wie sin
oder arcsin, aber auch log an, gilt: Es handelt sich genau dann um eine Aquiva-
lenumformung, wenn die Funktionswerte der Funktion einzigartig sind. Bei der
Sinusfunktion kommen aber immer die selben Funktionswerte in periodischer
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Weise vor, so dass es keine Aquivalenzumformung ist, auf beiden Seiten den
Sinus zu bilden:
a=90°

hat natiirlich die Lésung o = 90°. Aber
sina =sin90° = 1

hat die Losugen a = 90°, o = 270°, und insgesamt o = (2n —1)-90° mit n > 1.
Man kann, kurz gesagt, jede Funktion auf beide Seiten einer Gleichung als Aqui-
valenzumformung benutzen, wenn diese Funktion eine eindeutig definierte Um-
kehrfunktion besitzt. Mehr dazu in einem anderen Kapitel.
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