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Einfahrung in die Integralrechnung

Bestimmen der ,,Flache unter der Kurve*

In den Naturwissenschaften (z.B. in der Physik) ist es manchmal nétig, den Flacheninhalt zu ermitteln,
den ein Graph mit der x-Achse Uber einem bestimmten Intervall einschlieBt. Wir wollen uns das an
drei Beispielen verdeutlichen:

Gegeben seien die Funktionen f, g und h mit f(x)=2, g(x)=x und h(x)=x2. Bestimmen Sie fir alle drei
Funktionen die Flache unter der Kurve Uber dem Intervall [0;xg] und geben Sie dabei auftretende
Probleme an.

Beginnen wir mit der Funktion f (rot). Wirden wir davon die Flache
brauchen, kdnnten wir so vorgehen: der Graph stellt zusammen mit den \
Achsen und einer Parallelen zur y-Achse in X, ein Rechteck dar. Die Flache
eines Rechteckes ergibt sich aus Breite mal Hohe, also fiir das gegebene —9
Intervall:

Af =X, >¢(x0):2><x0

Denn: X, ist die Breite des Intervalls, und die Hohe ist der Funktionswert an
dieser Stelle. Da die Funktion konstant 2 ist, ist auch f(xo)=2 konstant.
Wollte man also die Flache tGiber dem Intervall [0;3], so wiirde man rechnen
A =23 =6. Soviel zu dieser Funktion.

Schauen wir uns nun die Funktion g (blau) an. Es handelt sich hier um eine
Ursprungsgerade. Auch hier ist der Gedanke, eine Parallele zur y-Achse in
Xo als Begrenzung zu verwenden, sodass ein Dreieck entstehen wiirde. Fir |o
den Flacheninhalt eines Dreiecks gilt, dass er gleich der Halfte der 0 1 2
Grundseite mal der Hohe ist, in einer Formel also:
1 1 1 1
A, :EC*hc =5 % @(Xo)zzxo XX, :EXf,
Auch hier ist nicht wirklich von einer Schwierigkeit zu sprechen. Wenn man das Intervall von eben

nimmt, wirde sich ergeben: A :%%2 =8.

Soweit, so gut. Kommen wir nun aber zur Funktion h (grin): fur die Normalparabel gibt es keine
Flachenberechnungsformel, hochstens in einem Tafelwerk. Wir kdnnen aber schon mal eine
Vermutung aufstellen. Bisher hatten wir folgendes festgestellt:

fx)=2pb A=2x,

g(x)=xb A=%x§

Wenn man A als Funktion sehen wirde, fallt etwas auf: leitet man A ab, so erhalt man die
Ausgangsfunktion:

A=2x,b A'=2

A =%x§ P A'=x,

Unsere Vermutung kénnte also dahin gehen, dass die abgeleitete Formel fur die Flache gleich ist mit
der Ausgangsfunktion. Allerdings kénnen wir noch nicht wirklich von Sicherheit sprechen, solange
wir nur zwei - vielleicht zufallig - funktionierende Beispiele gefunden haben.

Unter- und Obersummen

Wir brauchen also einen Plan B. Wenn wir schon die gegebene Flache nicht ohne weiteres berechnen
konnen, versuchen wir doch zumindest eine Alternative:
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Gedanke:

Wir teilen die Flache in Rechtecke ein, deren Flacheninhalt wir problemlos berechnen und dann
addieren kdénnen. Die Summe dient dann als Naherungswert fur die gesuchte Flache.

Diesmal machen wir das aber zuerst am konkreten Beispiel. Wieder
nehmen wir das Intervall [0;3]. Unsere Kéastchen sollen eine Breite von
einer Langeneinheit (1 LE) haben. Die H6he wird dem Funktionswert an
der entsprechenden Stelle angepasst.

In der Zeichnung erkennt man bereits, dass wir zunéachst mit zwei
Kéastchen arbeiten (bzw. genau genommen mit drei, das erste [0;1] hat
lediglich die Hohe h(2)=02=0, ist daher nicht sichtbar). Das erste sichtbare
Kéastchen hat die Breite 1 LE und die Hohe h(1)=12=1 LE. Der Flacheninhalt
betragt damit 1LE>1LE =1FE (FE: Flacheneinheit). Das zweite sichtbare
Kéastchen hat wieder die Breite 1 LE, diesmal aber die Hohe h(2)=22=4 LE.
Die Flache ist somit 1LE>4LE=4FE. Die Summe der beiden
Kastchenflachen betrdgt 1FE+4FE=5FE. Das ist somit unser erster
Naherungswert.

Da wir die Kastchen unter dem Graphen angebracht haben, nennt man
dieses Verfahren Ermittlung der Untersumme. Héatten wir die Kastchen
Uber den Graphen gehen lassen, wiirden wir mit der Obersumme arbeiten.

Nun ist dieses Verfahren nicht wirklich genau, da bereits im Graphen
ersichtlich ist, dass eine sehr groRBe Flache einfach nicht mit berechnet
wurde, unsere Naherung also wesentlich zu klein sein wird. Unser Ziel ist
es aber, moglichst genau zu bestimmen, wie grof3 die Flache tatsachlich ist.

Dazu gehen wir dhnlich vor wie eben, verringern aber diesmal die Késtchenbreite auf % damit wir

mehr Kastchen haben und die nicht mit berechnete Flache geringer wird. Es gilt dann:

aelol @01

@ol ae401

A-"“ga PR TR e
ol o
== 8?1 +hg—a+hg—a+ hg_;- hg%

aé500

Xé? S_z gz g_z 820
:l 1 X1 2 i)QZ +i><32 +i>¢12 1 >629
2 @27 2° 2° 2° 2° [}

=§%93 {17 +27 +32 +47 +5?)
%]

=6 FE
8

Warum diese umfangreiche Rechnung? Ganz einfach: unsere néchste Naherung wird sehr genau
werden, und dazu ist die Rechnung oben ein guter Erklaransatz. Diesmal sei unsere Kastchenbreite

— , wobei n gegen unendlich streben soll, damit unendlich viele Késtchen entstehen.
n
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Da wir nicht wissen, wie viele Summanden wir haben, habe ich sie durch ... abgektirzt. Das Ende der
Reihe ist aber in jedem Falle bekannt: es ist der Kehrwert der Késtchenbreite (n), multipliziert mit der
oberen Intervallgrenze, also im Beispiel 3. Da wir aber die 3 nicht inklusive haben wollen, missen wir
davon 1 abziehen. Das Ende der Reihe ist also: 3n- 1. Wir haben das bereits bei n=2 gesehen (also als
die Késtchenbreite 0,5 war): 3>2- 1=5, bis dahin ging ja auch die Rechnung.

Wir schlussfolgern somit:

A:Ini@mgﬁ— >(12+22+32+ +(3n- 1))

Die Frage lautet: bringt uns das irgendwie weiter? Hier muissen wir tatsdchlich auf eine
Formelsammlung zurtickgreifen (der Beweis wére hier zu umfangreich): Fir alle natirlichen Zahlen k
gilt:

17 +27 +3% +..+k? =%>«k>(k+1)>(2k+1)
Damit ware unser Problem schon geldst: wir sagen einfach, dass k =3n- 1 ist, und schreiben:

A=limE9 >(12+22+32+ +(3n-1)?)
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Die letzten beiden Terme streben gegen Null, da n gegen unendlich strebt. Es bleibt nur noch die 9
Ubrig. Es handelt sich dabei um den gesuchten Flacheninhalt Giber dem Intervall [0;3].

© 2002 - 2006 by Kevin Kaatz Seite 3 von 6




| Lern-Online.net Mathematikportal Einfuhrung in die Integralrechnung

Wollen wir nun sehen, ob wir das nicht verallgemeinern kdnnen. Statt xo=3 zu setzen, rechnen wir
einfach mit xo weiter:

.3
A:Inigggg {12 +27 +37 +..+(x,n- 1))

o 1
= mgﬁ; ><€>k>(k+1)>(2k+1)
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Nachdem wir das jetzt gezeigt haben, schauen wir uns doch mal an, was §x§ abgeleitet ergibt: x>!

Unsere Vermutung hat sich also auch hier bestatigt. Wir werden nicht weiter an dieser Stelle darauf
eingehen, und einfach hinnehmen, dass gilt:

Zur Berechnung eines Flacheninhaltes ben6tigt man die Aufleitung der Ausgangsfunktion f(x). Diese
nennt man eine Stammfunktion F(x) der Ausgangsfunktion f(x).

Integral und Flacheninhalt berechnen

Zur Flachenberechnung bedarf es so genannten Integralen, das sind die unendlich vielen Kastchen, die
man zusammenaddiert. Ein Integral kann Gber einem gegebenen Intervall berechnet werden. Sei f(x)
die Ausgangsfunktion und das zu bestimmende Integral Gber dem Intervall [a;b], dann schreibt man
formal:

b

ofedx = [F()]?

a

Zur Erlauterung: das lang gezogene S am Anfang nennt sich Integralzeichen. Dartiber und darunter
stehen die Intervallgrenzen, oben die Obere (b), unten die Untere (a). Danach kommt die zu
integrierende Funktion f(x), gefolgt von dx. Das ist nicht etwa ein Produkt aus einem noch
unbekannten Faktor d und der Variablen x, sondern einfach eine Schreibweise, die festlegt, nach
welcher Variable integriert werden soll. Nach dem Gleichheitszeichen kommt dann in eckigen
Klammern die Stammfunktion. An der rechten eckigen Klammer stehen nochmals die
Intervallgrenzen a und b. Ein Beispiel soll dies verdeutlichen:

Gegeben sei die Funktion f(x)=2x. Es soll das Integral Uber dem Intervall [2;6] notiert werden:

aZX)dx =[x
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Wie berechnet man nun aber das Integral? Nichts einfacher als das: es gilt:
b
(x)dx = [F(x)]. =F(b)- F(a)

Beziehungsweise flr unser Beispiel von eben:

82x)dx:[x2]§ =6°-2°=36-4=32
2

Man setzt also erst die Obergrenze in die Stammfunktion ein und zieht dann davon die
Stammfunktion mit der eingesetzten Untergrenze ab. Betrachten wir einen Sonderfall: es soll das
Integral der Funktion f(x)=x3 Gber dem Intervall [-1;1] bestimmt werden:

' a1 .0 1 1
:d =& U =—x‘-=¥-1)" =0
E{X)X i H, 4 4>( )

Das Integral kann also durchaus auch Null sein. Allerdings nutzt man das Integral doch auch zur
Flachenberechnung, und eine Flache zwischen Graphen und x-Achse bei der Funktion tber diesem
Intervall sollte doch nicht Null sein. Das hat einen simplen Grund: die Funktion hat an der Stelle 0
eine Nullstelle und sie ist symmetrisch. Das bedeutet konkret: links von der y-Achse befindet sich die
negative Flache, rechts davon die positive, vom Betrage her gleich groRRe Flache. Wiirde man beide
addieren, kdme insgesamt Null heraus. Zur Flachenberechnung merken wir uns also:

Bevor man die Flache zwischen Graph und x-Achse berechnen kann, muss man erst herausfinden, ob
Nulistellen im Intervall liegen. Ist das der Fall, missen die Betrége aller Integrale tiber den Intervallen
von der einen Nullstelle zur néchsten bzw. zur Intervallgrenze addiert werden.

Was fur ein Satz! Schauen wir uns das lieber an einem praktischen Beispiel an: es bleibt bei f(x)=x3 und
dem Intervall [-1;1]. Die Nulistelle liegt bei x=0. Wir ermitteln zuerst das Integral Gber dem Intervall
[-1;0]:

0 0

N 1,0 1 1 1 _1
A =X =[xt Y 2|50 - Zx- 1) =|- 5 ==
d) 4 H, ‘4 4)() ‘4‘4
Nun zum Integral Gber [0;1]:

1 1

N &1 Lo |1 1 1 _1
A, =l )ax =8 x4 Y =|5x0 - 204 =5 ==
251)841610‘44 ‘4‘4

Die Gesamtflache ist die Summe der beiden Teilflachen, also:
1 1| |1] 1

4+ == ==
4 4| (2] 2

Gesamt

Wir merken uns:

Soll eine Flache berechnet werden, nutzt man immer den Betrag des Integrals, damit ein positiver
Wert fur die Flache herauskommt.

Einige Funktionen und ihre Stammfunktionen

Wir werden uns einige gangige Funktionen und ihre Stammfunktionen ansehen, damit wir uns zum
einen den Begriff der Stammfunktion nochmals erschlieBen und nebenbei auch eine kleine Ubung
haben.
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Anwendungen der Integralrechnung

Wie bereits weiter oben angedeutet, ist es manchmal insbesondere fur die Naturwissenschaften
interessant, die Flache unter der Kurve zu ermitteln. Schauen wir uns dazu das Beispiel der
elektrischen Ladung an. Diese ist in der Physik wie folgt definiert:

_dQ
dt
U dQ=Idt

Gehen wir der Einfachheit davon aus, dass die Stromstarke konstant 5A betragt. Wir sehen uns dann
die Ladungsveranderung innerhalb dieses Zeitintervalls [0;5] an:

Q. t
AQ = gyt

Man erkennt dort auch noch mal den Sinn von (oben bezeichnet als) dx: auf der linken Seite der
Gleichung ging es um die Variable Q, auf der Rechten um die Zeit t. Daher steht links 1dQ und rechts
Idt, um zu zeigen, was integriert werden soll.

Ein letztes Beispiel noch: die Arbeit in der Physik ist folgendermalien definiert:
W = (ds

Nehmen wir die Strecke von Kilometer 4 bis Kilometer 7 in Wegrichtung bei einer Kraft F von 2,5N:

7km

W = gFds =[F>s]m =2,5N 7km - 2,5N x4km =17.5001- 10.000] = 7.500]

4km
4km
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